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RECHERCHES 

SUR 

LA COURBURE DES SURFACES, 

par M. EULER. 


P our connoirre la courbure des lignes courbes, la détermination du 
rayon ofculateur en fournit la plus juftc mefurc, en nous préfcn- 
tant pour chaque point de la courbe un cercle, dont la courbure eft 
prccifcment la même. Mais, quand on demande la courbure d’une 
furface, la queftion eft fort équivoque, ôc point du tour fufccptible 
d’une reponfe abfolue, comme dans le c.as précédent. Il n’y a que 
les furfaces fphériques dont on puifTe mefurer la courbure, attendu 
que la courbure d’une fphere eft 13 même que celle de fes grands cer- 
cles, 6c que fon rayon en peur être regardé comme la jufte mefure. 
Mais pour les autres furfaces on n’en fauroit meme comparer la cour- 
bure avec celle d’une fphere, comme on peut toujours comparer la 
courbure d’une ligne courbe avec celle d'un ccrclcj la raifon en eft 
évidente puisque, dans chaque point d’une furface, il peur y avoir une 
infinité de courbures différentes. On n’a qu’à confidérer la furface 
d’un cylindre, où (élon les directions parallèles à l’axe il n’y a aucune 
courbure, pendant que dans les fcctions perpendiculaires à l’axe, qui 
font des cercles, la courbure eft la même, & que route autre feétion 
faite obliquement à l’axe donne une courbure particulière. Il en eft 
de même de toutes les autres furfaces, où il peur même arriver que 
dans un feus la courbure foit convexe, & dans un autre concave, 
comme dans celles qui reflcmblent à une fellc, 

Donc la queltion fur la courbure des furfaces n’eft p3s fufeepti- 
ble d’une reponfe fimple, mais elle exige à la fois une infinité de dérer- 
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minations : car, puisqu’on peut tracer par chaque point d'une furface une 
infinité de directions, il faut eonnoitie la courbure félon chacune, avant 
qu'on puific feformer une jufteidéede la courbure de la fur face. Or, par 
chaque point d’une furface, on peut faire pa fier une infinité de Ceci ion s, Ôc 
cela non feulement par rapport à coures les directions fur la fiir face même, 
mais aufii par rapport à leur inclinaifon differente fur la furface Mais, 
pour lefujet préfent, il fùffit de ne eonfidérer de routes ces infinies Testions 
que celles qui font perpendiculaires fur la furface, dont le nombre eft 
pourtant encore infini. Pour eer effet, on n’a qu’à tirer à la furfaeelalignc 
droite perpendiculaire, &. toutes* les fcétions qui p a fient par cette 
ligne font en même rems perpendiculaires à la furface, dors pour cha- 
cune de ces ferions il faut' chercher la courbure, ou le rayon ofcula- 
reur., & l’aflemblage de tous ces rayons nous donnera la jufte mefure 
de la courbure de la furface au point donné, où il faut obferver que 
chacun de ces rayons rombe fur la même direétion qui eft perpendi- 
culaire à la furface, & que les arcs élémentaires de toutes ces fictions 
appartiennent aux lignes lesplus courbes qu’on peuttirerfur la furface. 

Or, pour rendre ces recherches plus générales, je commencerai 
par déterminer le rayon ofculateur pour une fiction quelconque plane, 
dont on coupe la furface; enfuite j’appliquerai cctic fblution aux 
frétions qui font perpendiculaires ù la furface, dans un point donné 
quelconque; & enfin je comparerai enrr’cux les rayons ofculateurs dé- 
routés ces frétions j par rapport à leur inclinaifon mutuelle, ce qui 
nous mettra en état d'établir une idée jufte de la courbure des fût 1 faces. 
Toutes ecs recherches fe réduifènt donc aux problèmes fuivons. 

PROBLEME I. 

j. Une furface dont la nature eft connue étant coup fe par un 
plan quelconque^ déterminer la courbure de Iafcf/wn y qui en eft formée . 

SOL U T I 0 N. 

l'UncTie HT. Qu’on rapporte la furface à un plan fixe qui fuit celui delà 

Fig. i. planche, & y ayant baifle d’un point quelconque Z de ia furLcc la 

per- 
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perpendiculaire Z Y, & du point Y à un axe fixe AC la perpendi- 
culaire YX, foienr les trois coordonnées AX ~ -r, XY “ y, 
& YZ zz z: & puisque la nature de la furfnce eft connue, la quan- 
tité % fera égale à une certaine fonction des deux autres x & y. 
Suppofbns donc'qu’on en tire par la différentiation d%~pdx + qdy y 

de forte que p zz > & $ ~ Qi ic f e ^i° n dont 

on coupe la furface pafle par le point Z, & que l’interfe&ion de fbn 
plan avec notre plan fixe foit la ligne El 7 . Soit z~a,y — Sx -f- y, équa- 

^ — y 

tion qui détermine ce plan, Ôtpofant szzo, l'équation y~ 

et 

V 

donnera 1’interfeflion EF, d’où nous tirons; AE zz -g: & la tan* 

S ' S 

genre de l'angle CEF ZZ — . donc le finus zz — 7 - 

& ° a V(aa 


& le coftnus ZZ 


a 


ssy 

De là, en égalant les deux valeurs 


~f/ (OC OC — 1 — S ë) 

des, nous aurons une équation pour la fcétion a iy — Sdx~pdx\qdy i 

, . dy S —H p 

ou bien — zz • 

Jx a — - q 


Mais, pour réduire cette équation à des 


coordonnées rcéf angulaires, tirons de Y à i'interfèclion EF la per- 
pendiculaire Y T, & la droite ZT y fera suffi perpendiculaire. 

, y 

Maintenant, puisque LXzz x — -g, nous aurons 

Sy ay 


ET zz 


ax 


Y (a a — f— b S) 

T y zz ay ' — gr 


SY (a oc 

y 




& 


y (uct— i — 1 yçcttt— y- s S) y (a a— j— ss)* 

zV(i+atL+SS) (ay— £v+y)T/(i -foca-H^g) 

VÇaaySS) ~ T /(àà+fô) 

Mfm. de ÏActd. Tom. XVt. CL Po- 


& partant T Z 
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Pofant donc 

ET zr 


g.r 


€y 


ay 


V(aa g g) ëV(aa g g) 


= t, & 


rp 7 (a y • — g ■* — f- y)~i / (gq -+ - -4- 0 

>' (a g —j— b £) 


nous pourrons regarder ces- lignes f êc ti comme des coordonnées 
orthogonales de la feétton en qnetHon. Donc, fi nous pofotis 
du “ sdt t le rayon ofculnrcur de la teélion au point M fera “ 

1 ‘ S ~~ cnranr qu’il cil: tourné vers la baie E F. Il ne 


à s 


s’agit donc à prêtent qu'à réduire ccrtc expreflion aux coordonnées x 
& y. Pour cet cflét, puisque 

a dx 


dt~ 


~V (g g — 1 — ëë) 


ê t 




. dy g -+- p 

à- eau fc de ~ — nous en tirons 

dx a — o 




du 

Jt " 


0,0. 


a p 

iëï 


Si 


M 


vo 


cta 




, _ ( aa + &)(<** -f£S— = g./ + ÎC/-I Car 4 - g?) 1 i/yj + yy) 

d„nc . +«_ ^»y c e^7q:'ÿ; i ’ 

Enfuite, pour le différentiel de j, nous aurons 

(gg-j— ££)(g + — qàp-^-pd^Ç t -l-tttt-4-gb) 

* (gg— 

Remarquons à prêtent que 

d’où 


d'où nous concluons : 

isùfutéiO-U* 50 '* .<."?■ **■' 


S o) f & 


V C®® £ ë) > 


’ r yuLt> Mi*/- 1 i . : . ** t 

Ca ~. f) (^)' 4 ~ (e+;,) fe) 

‘ T . «et H— §£? — “f —H £/* 

* à i, 

ét f ± * : * «tfit H— - — Üÿ H — 5/* 

Ce pârtsnti ^ hh * ït \ + + ■ 

■^ , " e:>4 C^ : s * (^) + cë,tp;) 1 C^) ^ (^)) v c 1 + aaf 

* —V.-. X“a + €S-a?4-ë>0 3 

* /j J ^ 4 -v* + ■ f ► * " * *■ ^ 

à caufe 6e { “ C'r } , comme il eft connu d’ailleurs. . Par 
$php.Ln&v VfA“ - r \?yj =». *' 

cooÊquenti le J?*jÿ£P ( pfcul ateuç. de là feétiôn au poinr Z fera exprimé 
•**' ( ài;'3^r fe*+ gg-2 gy + 2 grjXç^j- gy) 7 jj g frgÿ)^ • 

(^*(») J -( c +>^(|)+ 3 ^Xf+/-)(|))H* +<»+ff« 

VoiÙ dohè là Véritable* exprefïîon du rayon o(culnteur 'pour une 
fe&i ofr qu çl c oriqu Cj' dont on coupe la furface propofée. 


*1 ( 


coupe 

Corollaire I, 


* x \ * ' r 

1 ». ► ' ' ' * t 

v ? <; a. L’inclinai fon de cette, feftion au plan fixe eft mefurée Dar 

i\ au ‘st V ; . .i • ■ V 7 “ 

y ’PT'K dont la tangence elt ~ =r V (et a -J- .§Ç) } & 

«*1/ r> pi " / * i/(„„ . ff iv 

panant le fihus — --- ^ act & i_ _„ r 

•jTw» , - >'(* +«« + ££)’ ^ co/inus = 

^ I ' 

V-(i au — j - SS)’ P® 11 ^® 11 ^ ‘F 3 ® de 1 angle CEF la tangence 

à® •• ait 


ny* 


& le cofiuus 



donc le finus 


a 

y (aa ~ ï~ b g) 


g 

V (et a > } ■« g o) * 


Corollaire II. 

3. Par rapport à la feétion, il n’y a que les deux lettres a & £ , 
qui entrent dans la détermination du rayon ofeiiiareiir, la troifieme 
lettre y étant comprife dans la condition que la fection pafle par le 
point Z. Or ces deux lettres le réduilcnc aux Jeux angles CEP, 
& Y T Z. 

Corollaire III. 


4. Si nous pofons ccs angles CEF zz g*, 6; YTZ zz 6, 
nous aurons g zz atangg’, & V(aa — f- zz tangC, d’où 
il s’enfuit a ZZ cof^ tang ô, & g zz fin £ rang &; Si de plus 

V (1 — f- aa — f- gg) j—rg. Mais cette fubflitution ne rend pas 

plus fimple l’exprellîon que nous venons de trouver pour le rayon 
ofeulateur. 

PROBLEME II. 


y. Si le plan de ht fection ejl perpendiculaire à la furface au 
point Z, déterminer le rayon ofeulateur de rctfe feEHon au même point Z. 


SOL U T 1 0 A'. 


Pour cet effet on n’a qu’à tirer du point Z la ligne Z P, qui 
foir perpendiculaire à la furface, & faire en forte que le plan de la 
lèétion paffe par cette ligne Z P. Qu’on confidere deux autres 
ferions faites par le point Z, l’une & l’autre perpendiculaire au plan 
de la planche, l’interfètlion de l’une étant la ligne YM parallèle à 
faxe AL, & celle de l’autre Y N y foit perpendiculaire. Pour la 
première de ces deux (citions, la quantité- X Y zz y doit ctre pri(e 
confiante, & l’équation d% zz pdx donnera pour la (busnormale 

YM 
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|V r .jr ' 

-J . / -J 


YM “ — “ jt7 s. Or, pour l'autre fcétion, prenant .*■ confhn- 


rf y 




te, l'équation “ qây donne la fousnormale YN ” rz q%. 

Tirant maintenant par les points M & N les lignes MP & NP 
parallèles aux coordonnées X Y 6c A X qui s’enrrccoupenr au point P, 
la droire Z P (era perpendiculaire à l’une 6c l'autre de nos deux 
fcclions, 6c partant elle fera aulîi pcrpendieu'nircù la furface au pointZ. 
P faut donc que les fcc! ions dont il e(l qucltion dans le problème pat 
f-nr par cette ligne 7. P, qui donnera en même rems la pofition du 
rnvon oscillateur, que nous cherchons. Nous n’avons donc qu’à fai- 
re pafler rinrerfeelion FF par le point P, Soit (J* l’angle P FF, 
que fait cette interfeelion avec l’axe AL, de force que £ ” a tang^; 
6c puisque la perpendiculaire tirée de N fur EP feroir ~ N T P finçj’iz 
/’ciin £ no us en conclu o ns la perpendiculaire qcoCÇ) y 

6t partant ia tangente de l’angle YTZ ” - ^ ^ 1 qui 

cof*c? 

fera la valeur de tang 0, & de là nous tirons a iz 


6c £ zr 


fn £ 


p fin ^ — q cofçj” 
donc, puisque £: a~fin^: cof^, 


p fin Ç — q cof^ 

fune 6c l’autre donne ci p — aq ~ i. Or, fubftituant ces va- 
leurs pour a 6c £ dans l’exprefTîon trouvée pour le rayon ofcula- 


teur, 


le numérateur ueviendra 
(i H- pp -h qq)* 0 


(p fm ^ q cof£p) : 


{P lin ^ 

6c pour le dénominateur 


eo 


Cù- 


VO 


aa 


££) 


V(i 4- fi ng 1 — q_ cofç?) g ) 

P i'n £ q co CÇ : 


6c 


0.3 
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& Paurre faétcur: 

C( 1 wW&fê)* (*^)kC 1 ÏW) C £F'j cC ï) 2 a{( > %)c f&7?)(( i 

(/■ lin ^ — ?cof£f- 

Sc partant le rayon ofculateur au point Z fera 
-OjKp H n g*— f coCg)*) ( I +;y+- 7 f)* 

(( 1 (^) b (C 1 t//)^<7Y r s)(( ‘ 


Corollaire I. 

fi, Voilà donc la grandeur du rayon oscillateur, tant pour tous 
les points de la fur face que pour routc c les ferions faites perpendicu- 
lairement à la Surface dans chacun de fes points, le point Z de la Sur- 
face étant déterminé par les quantités p & q i & la diversité des 
fe&ions par l’angle g*. 


Corollaire II. 


7 . Le point 7. de la Surface étant donné avec la position de 
la droite Z P, qui y eft perpendiculaire à la furface , chaque ligue 
droite EF tirée par le point 'P fournit une telle Section faite Scion le 
plan EPZ. 

J? en <ir que. 


8 . Parmi foutes ces ferions nous pourrons regarder comme 
la principale celle dont la ligne EF paSTe par le point V de la tiafe, 
& partant dont le plan même eîl perpendiculaire Sur la baSc, Alors, 
puisque l’intervalle Y T évanouît, pour l’angle FEE “ g\ nous 
avons cette détermination p fin g — q col g ~ o, & paient 


tin £ 


& cof^ 


/■’ 


V(FP "1“ *}4Ÿ y (FF “H 19) 

ruant ces valeurs, nous aurons pour le rayon ofculateur de cette 


fubfïi- 

: cette 
fetlion 
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fe&ion principale 

— (P P 

Jù~ 


•79)0 


PP 


*é 


Ff 


%) 


' c h\ 


zpg 


©’ 


\!x) ' qI ÇyJ 1 ~ r j \Jy) 

laquelle expreflïnn eft d'autant plus remarquable, qu’elle paroir la plus 
fimple de toutes les iecTions faites par le point Z. Cependant cette 
autre (cciion, où l’inrervallp PT zz pcof£ —1— giïn£ évanouir, 
ÔL rinrertècHon EF elt perpendiculaire ù la li<jne P Y, femble eneo- 

P 


re furpaffer en (implicite celle' là. Car, puisque fin^ “ 

- 7 


y {ff + 7ïi 

& cof<f “ ~n -, le rayon ofculateur efl: exprimé par 

b v{pp\vù ' 3 

cette formule 

. — (.PF -h 79)0 -h PF -h 77 T. 

" © + " © “ a " © 
où il efl: bon d’obferver que cette feélion elï perpendiculaire à U 
précédente. 

PRO.BLEME III. 

C, Ut, t' ftrj'iKC guelcougm étant propres } trouver le rayon Planche I 1 
ofuhitenr pou y :i>:c Jcefinn EPZ ; gui fait avec la f il ion principale î 

Y P Z un angle àütîuè ZZ 


SOL V T I 0 N. 

Pour la pofitiun de la (èelion principale YPZ, nous venons de 
trouver YMr/is, & MPziÿc, donc Y P ~ zV(pp + ngf 
& partanr 


fin Y PM = 


P_ 

y 0 'P “h 7 7Ÿ 


& cofYPM 


f 

ViFP-hfï )* 


En- 


PS: 


# 1^8 # 

Enfuitc, à caufè de ZP “ &V(i -|- pp qq) > nous aurons 

r - VCpP + 7'7) 


finYPZzr 


& cofYPZrr 


y 0 +/ 7 ’+^) J ” ““ y 0 +pf+m y 

Soit à prêtent !p l’angle que fait la nouvelle fcclion EPZ avec la 
principale YP'A, que nous fuppofons être tournée vers Taxe AT,, 
de forte que, fi l’angle (P tendoit à l’autre côté on le devroit prendre 
négatif Or, pour introduire dans le calcul cette inclination <p, puis* 
que le plan Y P Z eft perpendiculaire à la bufe, tirons Y S en forte, 
que l’angle PYS foir droit, afin que ccttc ligne YS foit perpendi- 
culaire nu plan YPZ: qu’on tire de plus dans cc plan la ligne Y R 
perpendiculaire: foit P Z, & nous aurons 

7 -+- ij )_ & pp — % Aïl^jû 

V ( 1 -Wv 7 -h qq) * Y ( 1 -h pp -+- qq) * 

& parce que la ligne SR fera auffi perpendiculaire à la ligne P Z, qui 
eft l’in ter fect ion de nos deux plans, l’angle Y R S en mefurc l’inclinai* 
fon, de forte que YRS — <p. De là on lire 


YR= zV{ - PP - 


Y S 'zz YRtangÇ ” 


3 tang (p Y (f p 


qq) 


8c partant 

-*y(pp+qq+ 


V(i 


pp 


qq) * 


tangp 1 C/ 7 ’ -f qq'ry ^y CC FP +q-iX 1 +pp H-/)+^ u ^P 7 ) 


1 +/>’+/■/ J l'(‘lV7’+ff) 

d’où nous concilions l’angle E P Y, en forte ÉUe 

tang 0 


tang E P Y — — — 

}' t.1 


PP 


qq)' 


Donc, puisque rang Y PM “ ~ , nous aurons 


rang 


1 EPM “ 


p Y ( 1 +pp + qq) — 7 rang (p _ ^ p EL _ 

fm^ 7 


qY c I +PF+qq)+P tangtp 

en potent comme ci-deflus l’angle LEP =z f 


Pofons 
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Pofons pour abréger 

V(PP "H H) (r “b PP "H 4“ lang© 1 ) r= fj 

& nous trouvons: 

> - rP ( PP±îî) ran gP tang p V ( pp T f *7) 

f fin^ ? co b r ■ ■^(i.^i-f^+tangî) 3 )’ 

donc 

. , , o r»» _ fec$)* (r -A-PV-^IÙ 

, -+- O fin Z — 1 cofjf) - 

Enfui te 

& C.+ W )fin^c 0 f^&^tZZM. V Cl+ff+ „ i 

à caufe de 

fing> — 

Subflinions maintenant ces valeurs dans TexprefTibn précédente, 5c le 
rayon ofculareur dé la fèélion EPZ fera: 


, gç coCP~ P ^- ^ÊàÿùzBÉ. 


~ ipp -+- m) C 1 +fp -+- qqfi fcc. <t> * 


* Corollaire I. 

. T0 * p6ur abréger cette formule, pofons V(i p P + W) — u 

ot lexpremon pour notre rayon ofculateur deviendra: 

— » 3 (pp - f qq) fec. (p 1 


\ + t 


J — * . * t * * t i J * y 

' t ~ {“ «Ê P > (j) + Of f «angip>a -f 2 O-^tang^X? +jp« tang^)^y 


.t r A(aé - Totn. XVL 


R 


qui 


qui fc réduit a celle* ci : 

~**(PP + 


(f coflp qn tyy \ (qcoÇfipv f<p ) 1 (j0Hp coCp-r/n CtyÿcofyifiiCip^-Q 

Corollaire II. 

n, Si nous pofons cnfuitc 

p co f® qtt fin® ” s(q cof® -4- pu fin®), 

notre expre/Iion pour le rayon ofculâteur deviendra encore plus fim- 
pïe, ôt le réduit à celle ■ ci : 

— (pp -h qq) 


( ? =of(p -f- pu Rn<p)> -h (^) -+- »/(^)) 


OU 


fin 2 ) P * — s <7 , , 

u Ion a — ~~ zz — r, & de la cette expredion devient 

col ® — — J /0 


w( i 


1<1 


2 spq 


ss( I 


pp) 


m * © + - © 


SS 


où, prenant s à volonté, on en connoirra aifément l’inclinaifon ®, qua 
la fcétion fait avec la fiction principale. 

Corollaire III. 

12. Ici il fc prefente d’abord deux ferions fort remarqua- 
bles, l’une ou s zz O, ou bien tang® zr —, donc 
, qu 

p _ ^PP^qq) 

fin V{pp\qq) ( I + qq) ’ ^ ÿ C pp+qq) ( i + qq ) 5 

pour laquelle le rayon ofcuîateur cft zi — ^ - 


o-p 


L’autre 


L’autre feflion eft où s ” 00, & tang <p zz -, donc 


pu 


fin-^rr -7 


& co m — - Æl^EB^üL 

V(pp + ■/?)( 1 +;’/') ’ T / ( /y» + ÿÿX 1 +//■) * 

«C< H— ?/’) 


pour laquelle le rayon ofculatcur eft “ 


(î) 


Or la 


tangente de l’inclinaifon mutuelle de ces deux ferions eft “ — 
en fuppofant celle de la derniere avec la principale plus grande. 


i 


Pi 




Corollaire IV. 


13. Pour le meme point Z de la furface, tous les rayons 
ofculateurs des diverfes feftions ne fauroient être égaux entr’eux, à 

moins que ces trois formules (^j ~ ne foient pro* 

portionelles ù ecs trois expreiïions 1 -f- pp> i -f- pq\ 
ou bien à moins que ccs trois équations n’aycnr lieu. 


ou 


©=■«'*<* «.($)=©='»• 
«©=<■«< È)' *"©=<'«« ;(!> 


Remarque. 

14. La derniere formule eft la plus commode pour en foire 
l’application à des cas propofes quelconques. L’équation pour 1j fur- 
facc étant réduite par la différentiation à cette forme dz — pr/.r + y.;y, 
on aura pour le rayon ofculateur d’une feclion quelconque faite per- 
pendiculairement à la furface au point Z fera exprimé par cette 
formule 

R 2 


l^Z 


— (I f - h zspg H-Jj(x-}-/7 , ))VC r H-^f- l -</y) 


© 


où ln lettre r marque toutes les valeurs pufliblcs, chaque v,i leu rapport e- 
nant à une fcéfion déterminée : favoir, ayant fixé la feétion principale, q*i 
efl en meme tems perpendiculaire à la bafe , la fedion qui répond à U 
lettre s eft inclinée à celle-là d’un angle (£>, en forte que 


tang 2) ” 


P — 

0/ H- J/0 /(t -h ^ -t- ??)’ 

en fuppofant cer angle tourné vers l’axe A L. Ou bien cet angle 0 
étant donné, il faut prendre s en forte qu’il foie 

jpcoftp ÿfin<p.Y( t — f- pp —1— q<f) 

q cof (p p fin<£. 7/(1 H- />/? -(- ;>^V 

Quelques exemples ferviront à nous mieux éclaircir fur cette 
recherche. 

Exemple I. 

jj. Soit le folide propofé un cylindre couché par fon 
axe fur le plan fixe de la bafe, & pofant le rayon de fa bafe 

— a , on aura cette équation z “ Y (a a yy)> d’où 

/ * * * é — y à y 

l’on tire par la différentiation à z “ ■ — ' — - — - , de forte 

r V0 ia - — y y) 

que p — Oy & 1 ~'ÿJ77~— ~ÏJY d0n ° 

V(i -+- PF -+- tl) - ). 

& les formules différend elles 

®=“ ®=« ®=~ ? 

La fèction principale étant perpendiculaire à l’axe du cylindre pour 

une 


$q 


# 
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une autre fe&ion quelconque, qui eft inclinée à la principale (lel'jngle— <p, 

— a t.iim'+) 


il faut prendre s “ — — : — 
r ' y(/ï/i 

(i-hçÿ-hss) 


~yyï 


& alors le rayon o feulât cur fera : 




— i r a : (un — yyj 1 ( ûa )'j 0 


^ 7 < 7 - 


■J' 2 )» 


qui fe réduit à cette forme: /ï(i -J- iangtp 2 ) ~ ; d’où 

l'on voit que pour !a fccïion principale le rayon ofculateur eft 3T <7, 
à caufe de “ o, St pour la feclion qui y eft perpendiculaire 6t 
paHe par l’axe du cylindre, il devient infini: ce qui marque que la 
feftion eft: une ligne droite. 


Remarque. 

1 6. Si, au lieu d’une bafe circulaire, on donne au cylindre une 
bafe quelconque, l’abfciiïe x, avec !a lettre je, n’entre pas non plus 
en compte; & puisque l’équation pour ce corps eft la même que cel- 
le pour fà bafe dz ~ qdy, où q eft une fonction de y, on trouve 
pour tous les rayons ofculateurs à chaque point cette cxprdlîon 

i H- qq) VC 1 H“ 

dj co f©» ’ 


d’où l'on voit comment la courbure decroir à mefurc que les ferions 
s’écartent de la principale qui eft perpendiculaire à l’axe, 6c où le 

d y 3 

rayon ofculateur clt le plus petit n: — ~ (i —j— qqY- 


Exemple II. 

17. Soit le folide propofé un cône, dont l’axe eft couché 
fur le plan fixe félon la direction AL, le (ommet étant en A , 6c l’é- 
quation fera a “ YÇujjxx — yy), pofant nx pour le rayon 
de la feftiun perpendiculaire à l’axe du conc au point X. Donc, puis* 

. nnxdx ydy 

que dz — — — nous aurons 

K \nnxx — yy ) 

R 3 P ” 
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nn x , & — y 

^ Y xx — yyÿ ^ "!/(««*•*■ — yyŸ 

o -.//•! in **V0 -h »») r r . 

& narrant V (i H- pp -f- “ — rr— — r- Enfuite 

r 11 V (_■•/« jc a: — yy) 

les formules diffère ntic 11 es 


C i /y 1 n — h/.’.v.v _ nnxy f —/.w) ;y 

dy J (rîirxx—yy) 3 ' ^ (7777.1 .v — -yj)* (?;»*■*— jyy) 

uoù i’cxprelfon générale pour le rayon ofculateur réfulre 

«K.r.r 2 ;;7;j-jry H - «« ( i — f- 77?:) ssxx ssyy xY ( i — ?;7;) 


.i> 


a a* — • 2 r.vy —J— jjyy ’ » 

Or, pour la fe&ion principale, le point P où tombe la perpendiculai- 
re ’LP on a AL ” (i —H w «) .v , &. LP “ o, de forte que 

la feétion principale fè trouve dans le plan 7,YL. Donc, pour toute 
autre fèétion qui y eft inclinée de l’angle 0, il faut prendre 

r.xy iîn(f)V(i — \- un) H— aux coCq.YÇuuxx — y y) 
s » 3 .r.v iinjp]/(i «w) y cof (p.Y (uuxx yy) J " 

5c fi l’on fubrtiiuc cette valeur dans l’exprcliion trouvée pour le rayon 
ofculatcur, on aura 


(:/ iin p. ]/(7.’7/.v.r — yy) — y co C$.y( i — (— un)) 2 UX ^ ^ 1 W '^’ 

Sans reftraindtc la folution on peut füppofer y — o, où la feflion 
principale pâlie par l’axe du ccne, 5c pour toute autre faction perpen- 
diculaire à la furface du cône, le rayon ofculateur fera 

n x YÇ i -f - :? 7?) 

lin 


Exemple I H. 

1 8. Soit le folidc propofe un cllipfoïde quelconque exprimé 
par i’équadon zz ~ an -■ — mxx — nyy , dont le centre étant 

en 
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en A, les trois demi-axes principaux font A B “ A C “ 

& AD ” perpendiculaires entr’eux: où les quarts elliptiques 
BAC, CAD, & CAD repréfentent les trois fecîtons principales 
faites par le centre A. Maintenant, pour un point quelconque Z de 
la furface, l’équation s “ V ( un — ?».vr — z?yy), entre les 
coordonnées A X “ ar , XY ” y, & YZ zz? s, donne 

— v/x — i/i x — ny — uy 

P Y{ita—v/xx — nyy) s } ^ V (nn—mxx — nyy) e 
Donc, tirant par Z la droite Z P perpendiculaire à la furface ellipti- 
que, on aura 

AL~x~r~pz—(i — m)x, & PL“y-Hÿs“(i — n)y t 

& la faction principale en 7. fe fiifanr félon le plan P YZ, fon inter- 

feétion avec la bafe BAC, ou bien la ligne P Y, fera avec Taxe AB 

, . _ XY — LP ii y 

un angle dont la tangente eft “ t—x n — . ür toutes 

les autres Actions faites par le point Z doivent pafîer par la ligne Z P; 
pofant donc (p Pinclinaifon dune telle Æétion quelconque à la princi- 
pale PZY, le rayon ofculateur de cette /ection en Z fera déterminé 
de la maniéré fuivanre. 

'Vian — tn( i — m).vx — n( r — n) y y) 

V(-f -fr-Ht)= ÿ'w—mxx—lfïï ) — 

Pofant donc pour abréger 

■J / (an - — m(i tn)xx li(l tf)yy) — 




on j » r — . Enfuite nous avons: 


( âp-\ ~m(an—nyy) _ f^P\ ~ , (^\ ' 

Jxj â 3 5 \Jys s 3 * \/yy 

& PP 


êq x —ii{nn—mxx) 


„3 


mm xx 




nu y y 


Ser- 


Fig. 4. 





Servons nous plurôt de la formule trouvée dans le §. ro, que de celley 
qui en a été dérivée, & ayant 


fcoCp—pfmQ 


qcaCp+pnïmp 


— m , 


— cafo + ^'fi na — ' ~”^co f0 + nyvTmQ 

s v a s * » 5 

r^cofç- — finft— -»Jscoffl--M^finft 


le l'jyon ofculareur fera exprimé par une fraélion, dont le numérateur 
elt t/ 3 si (wffl.r. r — (— nn y y), 6c le dénominateur 

+ 7//(«i7 — nyy) (mmx urss cofp 3 — z innxyvzfinpcQfp±mjyyvvi\np 2 ) 
-J - n Qui — r/t.v.v) (nnyyzz cofp 2 -f z mnxy rsfin;pco Çp\mmxx vvlinp 2 ) 
+ a nmxy (///« i ysscoftp 2 + (mm, va 1 ~ 7/ ;;yy ) t/s 1 i n !£c o f(£) - mnxyv i fmp 2 ) 
qui le réduit à cette forme: 

-+- sa co Cp 2 (a a (ni 3 xx — {— « 3 y y) vin (in — n ") 2 xxyy) 

2 tu n (tu ii)xyvz 3 fin p coCp 

-4- mnvvzz lin $ 2 (jnxx — )— //y y), 

Donc, divifani le numérateur ôi. le dénominateur par ss, nous aurons 
le rayon ofculareur: 


m;y\ ) 


m(m 3 xx\ u 3 yy)c ff> 2 -ma(m-n f a -t yyclp 2 - e ////< w).y;^ci2)c lÿ-f a f 2 

Ou bien, fi nous pofons ce rayon ofculareur zz K, nous aurons 
i _ff,7( M 3 AAt7/ 3 yr)'M;<M-;Q 2 AA i : ^ t zm;i(m —n)xyz ^ wg(ffiA'.r |gyyV 
" îT 3 immxx 4 - ///m') ^ vv(nm,x a f rr/yy') ^ ^ v{iumxx \nnyy') ^ 


Corollaire I, 

19, Si nous pofons vi ” 1, Ôc. ;; zz 1, nous aurons le 
cas d’un globe dont ic rayon ZZ /?, &, puisque v ZZ a t le rayon 

a 3 (xx — f- y y) 

ofculareur fera - — ; r . 7 : >T“7^ — rf, 

,7 /7 (x x — f— jyy ) coi © - — f— ^ /i (ce jt fip P® 

tout comme ia nacure.de ce folide l’exige, 

Co- 


Si m 


# 137 ® 

Corollaire IL 

” w, & partant AH “ AC “ -7-, donc 
7 r V// 


notre folide fera tin iyriérnïde allongé ou npphri, formé par la révolu- 
tion de l’ciiipfe AUD autour de Taxe AD, la baie ABC devenant 
un cercle. l)anï ce cas le rayon ofculateuï fera 

R (naa + Q— »)aa)* _ 

7.v;.;cof ^) 2 -j-aeutinj ) 2 mtacoi.p' 1 ■■ifftwCir. p 2 -f >/(i — «)safin Jr " 
Donc, pour le point D, oùar~o, y " o, a “ /r, 6 : 

v ~zz on aura R ~ — ; mais, pour tous les points pris dans le 

cercle BC, ou l’équateur où z “ o, il y aura 

a~\/ n 


R — 


col'js a — j— n fin ty* 


Corollaire III. 


2 t. Mais en général, quelle que foir la forme de rellipfoïde 
pour un poinr quelconque M de U bafe BMC, où z — 0, 6 c 
un ~ mxx — J— wyy, donc >‘L> zlz mmv x — (— ntiyy, l’ex- 
prclïion pour le rayon ufcuiatcur y fera 


vv euf if 12 nnan lin ’ 


& partant, pour la fcvBou principale qui elt perpendiculaire à la bafe 
où (D 1: o, ' 011 a R ZZ v , 6 t pour la fcction faite par la baie 


v 3 

meme R zz , 

nti un 


qui elt le rayon ofculateur de la courbe BMC 


au point M. 

Re marque. 

22. Dans ce cas il cft remarquable que les rayons ofculateurs 
ne fàuroicnr être immédiatement tirés pour le fommet D. Il y fau- 
Mm. dt ÎAiai. Tom. XVi» S droit 



droit mettre x ZZ o, & y “ o, donc a “ ôi v — v. 
Or, faifant ces fubftitutions, tant le numérateur que le dénominateur de 
notre formule évanouir, ôton n’en fauroir tirer aucune conclufion. La 
raifon en eft que dans ce cas la fection principale à laquelle fe rappor- 
tent les autres par l’angle (J>, devient indéterminée, puisque toutes 
les frétions faites par le fommec D font également perpendiculaires à 
la bafe BAC. Donc, pour en fixer une qui foie la principale ne po- 
fons d’abord que y ZZ o, & confidérons le point N où 

z ZZ Y(aa- mx A'), .& v ZZ. Y (d/r — ct(i 

Maintenant il n’eft pas douteux , que la feftion principale ne fe trouve 
dans le plan B K DA, < 5 ç que pour toute autre fection inclinée à celle- 
ci de l’angle <p, le rayon ofculateur ne foit : 

vi m i / 3 y 3 


i « 3 na coftj ! 2 -j-mmvvv fin(P a mua cof(p a — nvv lin^r 

A préfent pofons auffi x ZZ o, pour avoir le fommer D, dont on 

çonfidere la ièftion principale dans le plan DAB, & puisque v “ a, 

_ a 

nous aurons R ” 


ct co i (p 2 -1— » fin <p* 

Donc, pour la fc&ion faite dans le plan DAB, lcrayon ofculateur 

fera ” — , le meme que de la courbe BD au point D; & pour 
?n 


la feélion faire dans le plan DCA, il fera ” — ? le même que de la 

courbe CD au point D. 

Conclusion. 


23. Après ces exemples rapportés pour éclaircir les recherches 
précédentes, on peut tirer la conclufion fu tvante pour juger de la courbu- 
re de toutes les furfaecs en général. Qu’on confidere le plan qui touche 
la furface au point où l’on veut connoitre la courbure. Soit le plan 
l'ig. *. de la planche ce plan, qui touche la furface au point Z, & routes les 

Testions 
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fe&ions pour lesquelles je viens de définir les rayons ofcularems, feront 
perpendiculaires ù ce plan, & le couperont par quelque ligne droite 
EF, ou MN, qui pafio par le point Z; de forte que routes les 
ferions poiïibles foient repréfentées par quelque ligne droite tirée par 
le point Z, fur le plan touchant. Soir EF iafeélion, que j'ai nom- 
mée ci' de (Tu s la principale, de confklérant une autre feciion quelcon- 
que MN, qui fofTe avec celle- là un angle EZM " ©, & puisque 
le rayon ofcutaceur de cette fèction MN a été trouvé au §. 10. 


—u 3 (rp-\-‘7z) 


1 Ç~^t2(pco{p-quf$)(qçofyipitfy 


le dénominateur de cette exprefîion fe dévelope en cette forme: 

-H cocp\Q,p (*£) H- „ (ff) H- 

4- sulinÇeolip^— — ^(|)) 

4- ««fin «»■•(?'/ (s) + rF Qy) ~ ^ (jjD) 


où il faut remarquer que les quantités k, /t 3 q , avec les formules 




appartiennent uniquement à la déter- 


mination du point Z, & font par confcqucnt communes à toutes les 
fe&tons, donr la variété eft renfermée dans le feul angle $). Donc 
en général, l’exprdfion de tous les rayons ofculateurs pour quelque 
furface que ce foit, doit toujours avoir cette forme 


V 

P cof<p a ~J— Q^fin<p* *-+- aR fin p cof<p * 

s 2 q U ï 
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qui, à caufe de cof$* “ i \ cofa£>, fn$* “ J £ cof2(p, 

& lin (p cof(p rr ? fm 2$, fe réduit à celle-ci 

1 

L -j— M cof 2 £) H— N lin 2 (f; 1 
qui me fournit les réflexions fuivantes. 

1 Réflexion. 

24. C’cft donc cenc formule qui renferme la nature de la 
courbure des furfaees à chacun de leurs points. Il eft évident que cet- 
te formule peut varier à l’infini , à ccufc de Tinfniré des, valeurs dont 
chacune de ces trois lettres L, M, & N, eft fufceptiblc, &. deux 
élémens d’une même ou de différentes furfaces ne fauroient être cfti- 
més avoir la même courbure, à moins que ccs trois lertres n’aient les 
memes valeurs de part & d'autre ou qu’elles n’y foicnr réductibles en 
augmentant ou diminuant l’angle $ d’une quantité conltanrc. Car, 
puisque la fcéîion EF eft arbitraire, l’identité de courbure en 'deux 
élémens fubfifte cgalemcnr, quoique les angles $ de l’un & de l’autre 
ne commencent point de la même feétion, pourvu que la loi fuivant la- 
quelle les rayous ofculateurs augmentent ou diminuent foit la même 
dans tous les deux. 

II Réflexion. 

2 j. Mais il faut ici principalement obfèrver, que, dès qu’on 
connoit les rayons ofculateurs pour trois ferions différentes, ceux 
pour routes les ourres en font parfaitement déterminés. Soient 
les rayons ofculateurs pour les rrois fedions, qui répondent aux an- 
gles a, £, y, pris pour 6c ces trois équations: 

— “ L -f- M cof 2 a — £— N fin 2 a; 
a 

4 - = L - 4 - M cof 2 ë -h N fin a S, & 
b 

— — T, >4- M cof 2 y —H N fin 2 


nous 
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nous découvriront les valeurs des trois lettres L, M, & N, lesquel- 
les étant tiibftiruées dans notre formule déterminent les rayons ofeula- 
teurs pour toutes les autres ferions. Par conséquent dés que deux 
élémens fi: relfemblent par rapport aux trois rayons ofculateurs, qui 
répondent à des feclions également inclinées entr’elles de part & 
d’autre, toute la courbure de ces deux élétnens efl parfaitement 
la meme, 

III Réflexion. 

26. De notre formule générale nous pourrons afiîgner les 
ferions auxquelles répondent le plus grand & le plus petit rayon 
ofculateur. La méthode des plus grands & plus petits nous four- 
niiïànt cette égalité 

2 M fin 2 0 — j— 2 N cof 2 0 ™ o, 

N 

nous en tirons rang 2 <p “ Donc, fi f eil l’angle dont la tan- 
N 

genre cft “ l’angle i-8o° —1— £*, convient également, & de là 

nous trouvons ces deux valeurs pour l’angle (p. 

I. 0 = i? t & II 

dont l’un répond au plus grand rayon ofculateur & l’autre au plus pe- 
tit: d’où l’on rire cette conféquence bien importante, que, quelle que 
que fuit la courbure d’un élément, les deux ferions, dont i’une con- 
tient la plus grande courbure & i’autre la plus petite, font toujours 
normales entr’elles. 

IV Réflexion. 

27. Donc, fi le plus grand rayon ofculateur convient à la 
feflion EF, le plus périr fe trouvera certainement dans la feélion GH, 
qui y ell perpendiculaire, Ôtréciproquement. Suppofons donc queÉË 
foit une de ces feclions , où le rayon ofculateur eft le plus grand ou le 
plus petit j & pour toute autre lèélion MN, qui y efl inclinée de 

S 3 l’angle 


l’angle EZM zr <p, le rayon ofculateur fera néccflaircment zz 
-, la quantité N devant évanouir pour cette fitua- 


L + M cofi 2 Ç 
tion, puisque d’ailleurs les plus grand & plus petit ne répondrojenr 
point aux valeurs ZZ o, & (pzz^o°, comme nous le fuppofons. 


V Réflexion. 

2 8. Pour comparer donc les courbures de deux élémens cn- 
tr’elles, on n’à qu’à chercher pour chacun les ferions qui donnent le 
plus grand & le plus petit rayon ofculateur, & fi l’on trouve ces deux 
savons les mêmes dans l’une & l’autre, on peut prononcer hardiment, 
que ces deux clémcns font doués de la même courbure. Et partant, 
pour connoitre la véritable courbure d’un élément quelconque de for* 
face, il fuffir d’en chercher le plus grand & le plus petit rayon ofcula- 
teur: puisque ceux déroutes Jes autres ferions en font déterminés 
parfaitement, en forte qu’aucune variété n’y fauroir plus avoir lieu. 


VI Reflexion. 

30. Soit le plus grand rayon ofculateur ZZ /, qui convien- 
ne à la feflîon EF, & le plus petit 1= g , pour la feftion G H per- 
pendiculaire à la précédente. Cela pofé, pour toute autre feéîion MN 
inclinée à la première EF de l’angle EZM zz (p, le rayon ofcula- 
teur qui foit — t‘y fora déterminé uniquement des deux précédens, 
& l’angle <p de la maniéré fuivante. Là formule générale 

1 

v ~ L + M coïT^’ 


x 

pofant <p ZZ o," 'donne L H--M ~ y, or pofant <p — 50% 

il en réfulte L-M=- > d’où l’on tire Lzz^~£, & Mzz ^T^ i 

g Vg 2 Jg 

2 fg 

& partant nous aurons: r = f ^ g S (f _ g) 


Pour 
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Pour donner une conftruétion aifêe de cette formule, qu’on Ffe.f.**. 
joigrfe enfemble le plus grand rayon ofculateur & le plus petit en pre- 
nant Of “ /, & Og — g y & qu’on décrive for la ligne fg > 

une demi - cllipfe donr un foyer foit au point O: alors, pour la fè&ion 
MN on n’a qu’à prendre l’angle /Or, le double de l’angle EZM, 

& la ligne Or fera égale au ra)on ofculateur pour la feétion MN. 

Ainfi le jugement fur la courbure des furfaces, quelque compliqué 
qu’il ait paru au commencement, fe réduit pour chaque élément à la 
connoifTance de deux rayons ofculateurs, dont l’un efl le plus grand 
6c l'autre le plus petit dans cet élément; ces deux chofes déterminent 
entièrement la nature de la courbure en nous découvrant la courbu- 
re de toutes les ferions pofïiblcs, qui font perpendiculaires fur l’élé- 
ment propofe. 

Mais, pour juger du plus grand ou plus petit rayon ofculateur, 
il faut avertir, que ce jugement doit être réglé fur le réciproque du 

rayon ofculateur , en forte que, fl R efl: tantôt pofltif tantôt néga- 

rif, la valeur R “ 00, ou ~ ” o, n’efl ni un plus grand ni un 
plus petit. 

Enfin on comprend aifement, que, comme dans les lignes 
courbes il y a certaines irrégularités par rapport aux points doubles & 
multiples, il en faut reconnoitre de fèmbîables dans les furfaces, qui ne 
font pas aflujemcs à notre réglé d’ailleurs générale. 



RECHER- 


